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3RESUMEN
Las lentes gravitacionales de Janis-Newman-Winicour (JNW) son objetos astrofisicos con simetría
esférica provistos de masa convencional (m ) y de carga escalar (q) que generan un espacio-tiempo
estático con simetría esférica caracterizado por la métrica y el campo escalar hallados por JNW en
1968. En el presente trabajo se deducen las ecuaciones que permiten calcular el ángulo de deflexión (α)
, la posición angular (θ), la magnificación (µ) y el tiempo de retardo (τ) de las imágenes de objetos
astrofísicos mas lejanos formadas debido a la acción de tales lentes. Luego se aplican dichas ecuaciones
a un caso concreto, el agujero negro del centro de nuestra galaxia modelado como lente gravitacional
de JNW para diferentes valores de la relación qM (con M =
mG
c2 ) obteniendose como resultado que la
presencia de carga escalar produce, en los parámetros observables , el mismo efecto que una disminución
de la masa convencional de la lente
Finalmente, con el propósito de encontrar características propias de las lentes de JNW que permi-
tan diferenciarlas de otros objetos astrofísicos (generadores de espacio-tiempos estáticos con simetría
esférica ) se hace una comparación con los resultados obtenidos cuando los mismos objetos son mod-
elados, también, como lentes gravitacionales de Schwarzschild o de Reissner Nordstrom en los límites
de campo fuerte y débil , lo que nos conduce a relaciones entre algunos observables que son específicos
de cada tipo de lente .
ABSTRACT
The Gravitational lenses of Janis –Newman –Winicour (JNW) are astrophysical objects with spherical
symmetry endowed with conventional mass (m) and scalar charge (q) which generate a static and
spherical symmetric space-time characterized by the metric and the scalar field found by JNW in 1968
. In this work it is deduced equations which allow the calculations of the deflection angle (α), the
angular position (θ) , the magnification (µ) and the time delay (τ) of images of distant astrophysical
objects built by the action of these lenses. After that, this equations are applied to a specific case , the
black hole in the center of our galaxy modeled as a gravitational lens of JNW for different values of
the relation qM (with M =
mG
c2 ) obtaining as main result that the presence of scalar charge produce
the same effect in the observable parameters as a decrease in the conventional mass of the lens.
Finally , with the aim of finding performances of gravitational lenses of JNW that allow us to distinguish
them from others astrophysical objects ( generators of static space-times with spherical symmetry ) it
is made a comparison with the results obtained when the same objects are modeled as Schwarzschild
or Reissner Nordstom lenses on the strong and weak limits . This lead us to some relations between
some observable parameters which are specific for each gravitational lens model
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Capítulo 1
INTRODUCCIÓN
En el año de 1919 Arthur Eddington aprovechó la ocurrencia de un eclipse total de sol para medir el
ángulo de deflexión (α) de rayos de luz, provenientes de algunas estrellas lejanas, que pasan “rozando”
la corona solar (fig.1). Este trabajo tenía un propósito muy importante: probar la validez de la teoría
de la relatividad general enunciada años antes por Albert Einstein. El valor de este ángulo había sido
calculado por Karl Schwarzchild , aplicando la métrica, por el mismo desarrollada ( a partir de las
ecuaciones de campo de Einstein), a un fotón de prueba cerca de una masa “puntual” con simetría
esférica. El resultado obtenido fue 1,75
′′
Figura 1. Deflexión de la luz por el sol
Dada la tecnología de la época, Eddington no pudo medir el ángulo de deflexión (α en la fig 1) con
una incertidumbre lo suficientemente pequeña como para confirmar contundentemente la validez de
la teoría. Sin embargo, el valor obtenido( 2,25”± 0,75”) es suficiente para concluir que efectivamente
la luz es deflectada por la curvatura del espacio-tiempo, concepto fundamental de la Teoría de la
Relatividad General.
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Un año mas tarde , el mismo Eddington puso de presente que, bajo ciertas condiciones, la luz deflec-
tada por ciertos objetos astrofísicos podría seguir diferentes caminos para llegar al observador lo que
conduciría a la formación de múltiples imágenes de un mismo objeto. En 1924 Chwolson predijo que
si fuente, lente y observador están en una misma línea recta, se pueden formar imágenes en forma
de anillo ,los cuales se conocen actualmente con el nombre de “anillos de Einstein”, debido a que este
último llegó a la misma conclución en 1936
Las anteriores predicciones han sido ampliamente corroboradas por observaciones recientes, y especial-
mente por las realizadas mediante el telescopio espacial Hubble.
Además del ángulo de deflexión, se han realizado trabajos relacionados con otras variables asociadas,
tales como posición angular de las imágenes, magnificación , tiempo de retardo, entre otras .La obser-
vación, y medición de estas variables se ha convertido en una poderosa herramienta para el estudio del
objeto astrofísico que se modela como lente gravitacional, y también para someter a prueba la Teoría
de la Relatividad General así como otras teorías de la gravitación.
En principio, cualquier objeto astrofísico: un planeta, una estrella, un agujero negro, una galaxia, o un
cúmulo de galaxias, etc. podría funcionar como lente gravitacional en las circunstancias apropiadas,
en las que el valor de los parámetros observables dependería solamente de la geometría del sistema
y de la masa de la lente. Sin embargo, durante las últimas décadas, algunos teóricos han propuesto
que algunos objetos astrofísicos podrían estar provistos, además de masa, de una carga eléctrica neta
y/o de otra magnitud demominada “carga escalar” que generaría un campo escalar, que no podría ser
detectada por medios clásicos, pero sí mediante las variables asociadas al fenómeno de deflexión de la
luz. Es de este último tipo de objetos que nos ocuparemos en el presente trabajo.
En el año de 1968, los investigadores Janis, Newman, y Winicour (JNW) encontraron la solución a
las ecuaciones de campo para un espacio-tiempo estático, con simetría esférica, asintóticamente plano,
generado por un cuerpo astrofísico provisto de masa (m) y carga escalar(q). Es por eso que a este tipo
de espacio-tiempo se le denomina de JNW. La métrica hallada por ellos es la que empleamos en el
presente trabajo para encontrar las expresiones matemáticas correspondientes al ángulo de deflexión
(α), y los parámetros observables, posición angular (θ) magnificación(µ) y tiempo de retardo (τ) de
las imágenes formadas.
El trabajo ha sido estructurado de la siguiente forma:
En el capítulo 2 se presentan los aspectos geométricos básicos de las lentes gravitacionales, cuando
deflector y fuente pueden ser considerados como objetos puntuales
En el capítulo 3 se deducen las expresiones que permiten calcular el ángulo de deflexión α y el
tiempo de viaje τ de un fotón , que proveniente de una fuente lejana, atraviesa un espacio-tiempo
estático y con simetría esférica, antes de llegar al observador
En el capítulo 4 se presenta el método de Bozza [6] para hallar el ángulo de deflexión y los
observables para el límite del campo fuerte, el cual se aplica en el capítulo 5 al espacio-tiempo
de JNW
En el capítulo 6 se aplican las ecuaciones obtenidas anteriormente, a un caso concreto: el agujero
negro de nuestra galaxia, modelado como lente gravitacional de JNW
Finalmente se presentan las conclusiones
Capítulo 2
GEOMETRÍA DE LAS LENTES GRAVITACIONALES
En la figura 2 se pueden ver los parámetros básicos de una lente gravitacional , a saber :
β es la posición angular de la fuente(F) con respecto al eje óptico(OL),
θ la posición angular de la imagen (I) formada ,
α el ángulo de deflexión total experimentada por el rayo de luz,
r0 la mínima distancia de aproximación al centro de la lente (L) ,
J el parámetro de impacto ,
rF y rO son las posiciones radiales de la fuente y el observador, con respecto al centro de la
lente(L)
Figura.2 .Geometría de las lentes gravitacionales
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2.1. Ecuación general de las lentes gravitacionales
De la figura 1 se puede obtener la siguiente relación:
ξ = DOF tanβ = DOF tanθ − [DLF tanθ +DLF tan (α− θ)] , (2.1)
de donde se obtiene,
tanβ = tanθ − DLF
DOF
[tanθ + tan (α− θ)] . (2.2)
La ecuación (2.2) es la denominada ecuación “completa” de las lentes gravitacionales, la cual es válida
para cualquier valor de β, sin importar cuan grande sea.
2.2. Ángulo de deflexión
El ángulo de deflexión α de un rayo de luz , es sin duda, la variable mas importante del fenómeno de
lentes gravitacionales, ya que de ella se pueden derivar la posición angular y la magnificación de las
imágenes que son sus observables mas destacados.
α depende además del espacio-tiempo en cuestión, del parámetro de impacto J , y por ende, de la
posición angular (θ) de la imagen formada
α = α(θ). (2.3)
2.3. Ecuación de las lentes gravitacionales en el límite del cam-
po débil
Cuando el ángulo de deflexión es suficientemente pequeño (α < 1 min) se pueden hacer las siguientes
aproximaciones : tanβ ' β, tanθ ' θ,y tan(α− θ) ' (α− θ),
Si nos olvidamos del signo ” ' ” asumimos en su lugar el signo “=” la ecuación de las lentes queda
reducida a,
β = θ − DLF
DOF
α(θ) (2.4)
2.4. Ecuación de las lentes gravitacionales supermasivas
El ángulo de deflexión de un rayo de luz que pasa muy cerca de un objeto super-masivo ( agujero negro
o estrella de neutrones) puede ser superior a 2p (figura 3) . En estos casos es conveniente expresarlo
así ,
α = 2npi +∆αn (2.5)
donde n es un número entero positivo, y ∆αn = α(θ)− 2npi
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Reemplazando (2.5) en (2.2), y expandiendo tanβ,tanθ ,y tan(α− θ) a primer orden de β,θ y (α− θ)
se obtiene ,
β = θ − DLF
DOF
∆αn (2.6)
Figura.3. Deflexión de la luz por un cuerpo supermasivo
2.5. Parámetro de impacto
Se denomina así a la mínima distancia J entre el centro de la lente y la “recta” OI , que une el
observador con la imagen. De la fig 1 se obtiene,
J = DOLsenθ. (2.7)
Tanto el ángulo deflexión α , como la distancia mínima de aproximación r0 al centro deflector, dependen
del espacio-tiempo en cuestión, y del parámetro de impacto J,
2.6. Magnificación de las imágenes
Debido a la deflexión causada por un campo gravitacional, la sección transversal de un haz de luz
resulta modificada. Se define la magnificación µ de una imagen como la relación entre la luminosidad
de la misma con respecto a la luminosidad de la fuente. De acuerdo con el teorema de Liouville, el brillo
superficial permanece inalterado cuando la luz es deflectada gravitacionalmente, luego la magnificación
queda dependiendo únicamente de la relación entre las “superficies angulares” de la imagen y la fuente.
De la figura 4 se puede deducir fácilmente esta relación :
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µ =
A(I)
A(F )
=
senθ
senβ
dθ
dβ
, (2.8)
donde A(I) , y A(F ) son los ángulos sólidos ocupados por la imagen y al fuente , respectivamente.
Figura.4. Magnificación de las imágenes
2.7. Anillos de Einstein
Cuando observador, objeto deflector(lente) y fuente están perfectamente alineados, se pueden formar
imágenes circulares , teniendo a la lente como centro. Este tipo de imágenes se denominan “anillos de
Einstein” ( figura 5 ). En este caso ,β = 0 , con lo que la ecuación (2.2) queda así :
tanθE − DLF
DOF
[tanθE + tan (α− θE)] = 0, (2.9)
donde θE recibe el nombre de “radio de Einstein”, y se usa frecuentemente como unidad de medida de
las posiciones angulares de las imágenes producidas.
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Figura.5.Anillo de Einstein
2.7.1. Anillos de Einstein en el límite del campo débil
Tomando la ecuación de las lentes gravitacionales para este caso ( 2.4),
β = θ − DLF
DOF
α(θ), (2.10)
y haciendo β = 0 se obtiene el radio de Einstein así :
θE =
DLF
DOF
α(θE). (2.11)
En el caso de que la lente gravitacional esté constituida por un cuerpo de simetría esférica , como un
planeta o una estrella, el ángulo de deflexión de un rayo de luz se puede hallar aplicando la métrica de
Schwarzschild en el límite del campo débil, mediante lo cual se obtiene,
α =
4mG
c2r0
, (2.12)
donde m es la masa (Newtonana) del cuerpo, G la constante de gravitación universal, c la velocidad
de la luz, y r0 la mínima distancia entre el rayo de luz y el centro del cuerpo (figura 1)
Dado que en este caso r0' J , la ecuación (2.12) se puede escribir así :
α =
4mG
c2J
⇒ α = 4mG
c2DOLθ
. (2.13)
De las ecuaciones (2.11) y (2.12) se obtiene el radio de Einstein ,
θE =
DLF
DOF
4mG
c2DOLθE
, (2.14)
es decir,
θE =
2
c
√
DLF
DOF
mG
DOL
. (2.15)
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2.8. Posición angular de las imágenes
En general, la posición angular θ de las imágenes formadas, se puede obtener a partir del ángulo de
deflexión α, y la posición angular de la fuente β, empleando la ecuación (2.2)
Ahora bien, considerando el límite del campo débil y el espacio-tiempo de Schwarzchild, se puede
derivar θ así: De las ecuaciones (2.12) y (2.10) se obtiene la ecuación de las lentes para el espacio-
tiempo de Schwarzchild en el límite del campo débil:
β = θ − DLF
DOF
4MG
c2DOLθ
, (2.16)
y de (2.16) y (2.15), se obtiene,
β = θ − θ
2
E
θ
, (2.17)
de donde se halla , finalmente, la posición angular de la(s) imágenes en función del radio del anillo de
Einstein:
θ =
1
2
(
β ±
√
β2 + 4θ2E
)
. (2.18)
La ecuación (2.18) muestra que se forman dos imágenes, una del lado de la fuente, y otra del lado
contrario, lo cual es consistente, con lo que se observa en la figura 4.
Capítulo 3
DEFLEXIÓN DE LA LUZ EN UN ESPACIO-TIEMPO ESTÁTICO CON SIMETRÍA
ESFÉRICA
3.1. Ecuación de las geodésicas
Consideremos un fotón que se aproxima a un cuerpo masivo desde una gran distancia (figura.6) . Su
trayectoria la podemos dividir en tres secciones :
• la primera corresponde al trayecto comprendido entre la fuente (f) y r1 (figura.6). en esta sección el
fotón viaja en un espacio-tiempo minkowskiano , y describe una recta ( en el sentido euclideano),
• La segunda , limitada por r1 y r2 en la figura 6, corresponde a un espacio-tiempo curvado por algún
objeto masivo. En esta zona el fotón sigue una geodésica propia de dicho espaciotiempo, y por lo tanto
su trayectoria es curva,
• La tercera, comprendida entre r2 y el observador vuelve a ser como la primera
Figura.6. trayectoria de un fotón, afectada por la presencia de un cuerpo masivo con simetría esférica:
φ0 y φF son ,respectivamente, el ángulo que forma la trayectoria del fotón con el eje x antes y después de ser deflectado; r
es la distancia entre el centro del objeto deflector y un punto cualquiera de la trayectoria ; J es el parámetro de impacto
y α = ∆φ− pi es el ángulo de deflexión medido por el observador (o)
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El ángulo de deflexión total α se puede calcular hallando dφdr e integrando la expresión correspondiente
a dφ(r) entre los límites r1y r2. Esto es lo que haremos a continuación :
Si el espacio-tiempo en cuestión es estático, y con simetría esférica, se puede “escribir” la historia de
este fotón mediante la ecuación de las geodésicas ,
d2xµ
dp2
+ Γµσλ
dxσ
dp
dxλ
dp
= 0 (3.1)
aplicada al elemento de línea de la respectiva métrica,
ds2 = A(r)dt2 −B(r)dr2 − C(r)r2(dθ2 + sen2θdφ2). (3.2)
Para resolver la ecuación (3.1), es necesario hallar las “conexiones” no nulas, mediante la ecuación,
Γµσλ =
1
2
gµρ
(
∂gρσ
∂xλ
+
∂gρλ
∂xσ
− ∂gσλ
∂xρ
)
. (3.3)
Las componentes covarientes y contravariantes del tensor métrico se obtienen de la ecuación (3.2) así,
gtt = A(r); gtt =
1
A(r)
(3.4)
grr = −B(r); grr = − 1
B(r)
(3.5)
gθθ = −C(r)r2; gθθ = − 1
C(r)r2
(3.6)
gφφ = −C(r)r2sen2θ; gφφ = − 1
C(r)r2sen2θ
. (3.7)
Introduciendo las (3.4), (3.5), (3.6), y (3.7) en la ecuación (3.3) se obtienen las siguientes conexiones
no nulas:
Γrrr =
1
2B
dB
dr
; Γrθθ = −
r
2B
(2C + r
dC
dr
) (3.8)
Γrφφ = −
rsen2θ
2B
(2C + r
dC
dr
); Γrtt =
1
2B
dA
dr
(3.9)
Γθφφ = −senθcosθ; Γθrθ = Γθθr =
1
r
+
1
2
dC
dr
(3.10)
Γφrφ = Γ
φ
φr =
1
r
+
1
2C
dC
dr
; Γφφθ = Γ
φ
θφ = cotθ (3.11)
Γttr = Γ
t
rt =
1
2A
dA
dr
. (3.12)
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Introduciendo las anteriores conexiones en la ecuación (3.1) se encuentran las siguientes expresiones ,
d2r
dp2
+
B′
2B
(
dr
dp
)2
− r
2B
(2C + rC ′)
(
dθ
dp
)
− rsen
2θ
2B
(2C + rC ′)
(
dφ
dp
)2
+
A′
2B
(
dt
dp
)2
= 0 (3.13)
d2θ
dp2
− senθcosθ
(
dφ
dp
)2
+
(
2
r
+ C ′
)
dr
dp
dθ
dp
= 0 (3.14)
d2φ
dp2
+
(
2
r
+
C ′
C
)
dr
dp
dφ
dp
+ 2cotθ
dφ
dp
dθ
dp
= 0 (3.15)
d2t
dp2
+
A′
A
dr
dp
dt
dp
= 0. (3.16)
donde el símbolo ( ’ ) significa derivada con respecta a la coordenada r .
Debido a la simetría esférica del espacio-tiempo, se puede escoger un sistema de coordenadas de forma
que la trayectoria del fotón bajo estudio se ubique en un plano. De esta manera se puede prescindir
de una de las coordenadas angulares, lo cual simplifica significativamente los cálculos. Sin perdida de
generalidad podemos elegir ese sistema de coordenadas, de modo que
θ =
pi
2
, (3.17)
con lo cual la ecuación (3.14) queda fuera de juego, y la (3.15) queda reducida a,
d2φ
dp2
+
(
2
r
+
C ′
C
)
dr
dp
dφ
dp
= 0. (3.18)
y dividiendo (3.18) entre dφdpqueda así:
d2φ
dp2 dφdp
+
2
r
dr
dp
+
C ′
C
dr
dp
= 0, (3.19)
la cual se puede reescribir en forma logarítmica ,
d
dp
[
ln
dφ
dp
+ lnr2 + lnC
]
= 0, (3.20)
o en forma mas compacta :
d
dp
[
ln
(
Cr2
dφ
dp
)]
= 0. (3.21)
Integrando la anterior ecuación se obtiene,
Cr2
dφ
dp
= J, (3.22)
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donde la constante J podría interpretarse como un momento angular por unidad de masa, y la ecuación
(3.21) sería su ley de conservación.
Por otro lado, dividiendo (3.16) entre dtdp , y aplicando el procedimiento anterior se obtiene la siguiente
expresión,
d
dp
[
ln
dt
dp
+ lnA
]
=
d
dp
[
lnA
dt
dp
]
= 0, (3.23)
cuya solución sería:
A
dt
dp
= Constante, (3.24)
pero , por comodidad, se podría normalizar p, de modo que la solución se pueda escribir así :
dt
dp
=
1
A
. (3.25)
Introduciendo (3.17), (3.22), y (3.25) en (3.13) se obtiene:
d2r
dp2
+
B′
2B
(
dr
dp
)2
− J
2
CBr3
− r
2C ′J2
2BC2r4
+
1
2B
A′
A2
= 0. (3.26)
Multiplicando la anterior ecuación por 2B drdp se encuentra,
2B
dr
dp
d2r
dp2
+B′
(
dr
dp
)3
− 2J
2
Cr3
dr
dp
− C
′J2
C2r2
dr
dp
+
A′
A2
dr
dp
= 0. (3.27)
La ecuación (3.27) se puede hallar , también, realizando la siguiente derivada,
d
dp
[
B
(
dr
dp
)2
+
J2
Cr2
− 1
A
]
= 0. (3.28)
de donde se concluye que
[
B
(
dr
dp
)2
+
J2
Cr2
− 1
A
]
= Constante = −E. (3.29)
Ahora bien, el parámetro p puede ser eliminado de las constantes J y E, introduciendo la ecuación
(3.25) en las (3.22) y (3.29) , es decir,
Cr2
dφ
(Adt)
= J = r2
C
A
dφ
dt
(3.30)
y de la misma manera,
[
B
A2
(
dr
dt
)2
+
J2
Cr2
− 1
A
]
= Constante = −E. (3.31)
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3.2. Ángulo de deflexión
Con el propósito de encontrar una relación entre el ángulo de deflexión experimentado por un rayo de
luz, y su aproximación al centro deflector, debemos encontrar una función que relacione la coordenada
angular con la radial. Dividiendo (3.29) entre J2 se obtiene,
[
B
J2
(
dr
dp
)2
+
1
Cr2
− 1
J2A
]
=
−E
J2
, (3.32)
e introduciendo (3.22) en el primer término de (3.32) obtenemos,
B
C2r4
(
dr
dφ
)2
+
1
Cr2
− 1
J2A
= − E
J2
(3.33)
de donde se puede despejar dφdr :
dφ
dr
=
1
Cr2
[
B
1
J2A − EJ2 − 1Cr2
]1/2
, (3.34)
que es la relación que se estaba buscando.
Si se integra (3.34)desde r = -∞ hasta r = +∞ se obtiene el ángulo total de deflexión, pero antes,
es conveniente expresar dφdr únicamente en función de r, y las componentes del tensor métrico A,B,C .
Para hacer esto , tratemos de expresar J en función de dichos parámetros.
Cuando r = r0 ( ver fig.6), es decir, cuando el fotón llega hasta el punto de máxima aproximación del
centro deflector, drdφ = 0 con lo que de (3.33) se obtiene,
1
C (r0) r20
− 1
J2A(r0)
=
−E
J2
, (3.35)
Pero como estamos tratando con fotones, E = 0 , y por lo tanto , de (3.35) se tiene:
J =
(
C(r0)r20
A(r0)
)1/2
= r0
(
C0
A0
)1/2
. (3.36)
De esta forma , queda relacionado el parámetro de impacto J, con la distancia mínima de acercamiento
r0 del fotón, al centro deflector.
Introduciendo (3.36) en (3.34) se puede eliminar J , para que dφdr quede dependiendo únicamente de la
coordenada radial, de las componentes del tensor métrico, y de la mínima distancia de acercamiento
r0 ,
dφ
dr
=
B1/2
rC1/2(r)
[(
r
r0
)2
A(r0)
A(r)
C(r)
C(r0)
− 1
]1/2 , (3.37)
que es la expresión que estabamos buscando.
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Ahora bien, dado que el ángulo de deflexión ocurrido entre ∞ y r0: es igual al ocurrido entre r0 y el
observador, el ángulo total de deflexión se puede hallar así
α(r0) = 2
 ∞
r0
B1/2dr
rC1/2(r)
[(
r
r0
)2
A(r0)
A(r)
C(r)
C(r0)
− 1
]1/2 − pi = I(r0)− pi. (3.38)
Nótese (figura 6) que si el fotón siguiera una trayectoria recta desde la fuente hasta el observador, el
ángulo de deflexión sería simplemente -pi .
La ecuación (3.38) es la básica para calcular el ángulo α , requerido para hallar las posiciones angulares
de la las imágenes formadas por las lentes gravitacionales. El problema que queda pendiente es resolver
la integral , la cual depende de las características del espacio-tiempo respectivo, y de la precisión
requerida. Por ejemplo, en el caso de la métrica de Schwarzchild, se reduce a,
I(r) =
 ∞
r0
2B1/2dr
r
[(
r
r0
)2
A(r0)
A(r) − 1
]1/2 , (3.39)
debido a que,C(r) = C(r0) = 1
3.3. Acercamiento crítico y esfera de fotones
La distancia mínima r0 de acercamiento de un fotón al centro deflector puede tomar cualquier valor ,
dependiendo del parámetro de impacto J, pero si esta es menor que un cierto valor rm, el fotón será ab-
sorvido irremediablemente, y no podrá volver a salir. A esta distancia la denominaremos “acercamiento
crítico”,
Ahora bien, cuando r0 = rm, el fotón describe una circunferencia de radio rm al rededor del centro
deflector, y permanecerá girando en ella indefinidamente. Si tenemos en cuenta que los fotones impac-
tantes pueden provenir de cualquier dirección , existirá una esfera de radio rm, con centro en el centro
del objeto deflector que puede contener fotones en el estado mencionado, a esta se le suele denominar
“esfera de fotones”
Para hallar una expresión que nos permita calcular el valor de rm en función de los parámetros de la
métrica podemos proceder de la siguiente manera,
Dado que para fotones que describen un círculo ds =dr=0, y teniendo en cuenta la restricción (3.17),
el elemento de línea (3.2) queda reducido a
A(r)dt2 − C(r)r2dφ2 = 0 (3.40)
La cual se puede escribir, reordenado términos, así
(
dφ
dt
)2
=
A(r)
C(r)r2
(3.41)
Por otro lado, teniendo en cuenta que r y θ son constantes se tiene que
d2r
dp
=
dr
dp
=
dθ
dp
= 0 (3.42)
CAPÍTULO 3. DEFLEXIÓN DE LA LUZ EN UN ESPACIO-TIEMPO ESTÁTICO CON SIMETRÍA ESFÉRICA20
Introduciendo los anteriores resultados en la ecuación de las geodésicas correspondiente a la coordenada
radial (3.13) y teniendo en cuenta(3.17) se obtiene
A
′
2B
(
dt
dp
)2
=
r
2B
(
2C + rC
′)(dφ
dp
)2
(3.43)
o, reorganizando términos,
(
dφ
dt
)2
=
A
′
r(2C + rC ′)
(3.44)
De las ecuaciones (3.41 )y (3.44) se encuentra la siguiente relación,
A
Cr2
=
A
′
r(2C + rC ′)
(3.45)
la cual se puede expresar de forma mas sencilla haciendo el cambio de variable D = Cr2,
A
D
=
A
′
D′
(3.46)
Finalmente, el acercamiento crítico rm corresponde al r que se obtenga de la ecuación (3.46)
3.4. Tiempo de viaje
Para encontrar el tiempo empleado por el fotón de prueba para viajar entre los puntos (r1, φ1), y
(r2, φ2), es necesario hallar una expresión que relacione el tiempo con la variable radial para luego
integrarla entre los puntos mencionados.
De las ecuaciones (3.36) y (3.31), se obtiene
B
A2
(
dr
dt
)2
+
C0
A0C
(r0
r
)2
− 1
A
= −E, (3.47)
y dado que estamos tratando con fotones, E = 0, y por lo tanto la ecuación anterior queda
B
A2
(
dr
dt
)2
+
C0
A0C
(r0
r
)2
− 1
A
= 0. (3.48)
Finalmente, despejando dtdr se halla,
dt
dr
=
B1/2
A1/2
(
1− r20AC0r2A0C
)1/2 . (3.49)
Para hallar el tiempo total de viaje se integra la anterior ecuación entre r1 y r0, y luego entre r0 y r2,
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t =
 r0
r1
B1/2
A1/2
(
1− r20AC0r2A0C
)1/2 dr +  r2
r0
(B)1/2
A1/2
(
1− r20AC0r2A0C
)1/2 dr. (3.50)
Dado que el tiempo de viaje es afectado por la curvatura del espacio-tiempo , resulta de mucha utilidad
en el estudio de las lentes gravitacionales introducir el concepto de tiempo de retardo (τ) definido así
τ = t− tp , (3.51)
donde tp es el tiempo que emplearía el fotón en el mismo trayecto si el espacio-tiempo fuera plano, es
decir , si no existiera en el camino un objeto deflector.
Capítulo 4
DEFLEXIÓN DE LA LUZ EN EL LÍMITE DEL CAMPO FUERTE-MÉTODO DE BOZZA
4.1. Generalidades
En un trabajo reciente (2002) , Bozza[6] desarrolló un método genérico aplicable a cualquier espacio-
tiempo con simetría esférica, que permite hallar el ángulo de deflexión a0 ( ecuación 3.38), así como la
posición angular j y las magnificaciones de las imágenes que se forman cuando el parámetro de impacto
J de fotones procedentes del objeto-fuente es tal que estos pasan muy próximos del “acercamiento
crítico” rm.
Este es el método que emplearemos en el capítulo 5. para determinar los parámetros de relacionados
con la deflexión de la luz en el espacio-tiempo de J.N.W, y por lo tanto dedicaremos el presente , a
una breve descripción del mismo.
El elemento de línea de un espacio-tiempo con simetría esférica, está dado, en fórma genérica por,
ds2 = A(r)dt2 −B(r)dr2 −D(r)(dθ2 + sen2θdφ2), (4.1)
donde D(r) = C(r)r2.
Con el fin de que haya un empalme correcto con el campo gravitacional ,lejos del centro deflector, los
coeficientes de la ecuación (4.1) deben satisfacer las siguientes condiciones:
A(r)r→∞ −→1- 2Mr
B(r)r→∞ −→1+2Mr
D(r)r→∞ −→ r2,
4.2. Ángulo de deflexión
Introduciendo D(r) en la ecuación (3.38) y suprimiendo , por comodidad, el paréntesis (r) en las
variables de la integral se obtiene:
α(r0) =
 ∞
r0
2B1/2dr
D1/2
[
A0
A
D
D0
− 1
]1/2 − pi = I(r)− pi. (4.2)
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La estrategia de Bozza para desarrollar la integral, consiste en dividir I(r) en dos integrandos , uno
de las cuales se puede integrar analíticamente y, expandir el otro en una serie de potencias en función
de los resultados obtenidos para la métrica de Schwarzchild, para luego ser integrada o, en su defecto
aplicar métodos numéricos para su solución.
Con este propósito, es conveniente realizar el siguiente cambio de variable
y = A(r); z =
y − y0
1− y0 . (4.3)
De (4.3) se obtiene,
dy = A′dr; dz =
dy
(1− y0) =
A′dr
(1− y0) ⇒ dr =
(1− y0) dz
A′
. (4.4)
Introduciendo (4.4) en (4.2) se obtiene,
I(r) =
 1
0
2B1/2 (1− y0) dz
D1/2A′
[
A0
A
D
D0
− 1
]1/2 , (4.5)
y reorganizando la ecuación (4.5) para separar el integrando en dos factores se halla,
I(r) =
 1
0
2(BA)1/2D1/20 (1− y0)
DA′
D1/2
(DA0 −D0A)1/2
dz =
 1
0
G (z, r0)F (z, r0)dz. (4.6)
Teniendo en cuenta (4.4) , las funciones G y F se pueden escribir, también así
G (z, r0) =
2(By)1/2D1/20 (1− y0)
DA′
(4.7)
F (z, r0) =
[
y0 − [(1− y0) z + y0] D0
D
]−1/2
. (4.8)
Como puede observarse, la función G es regular para cualquier valor de z, pero F diverge para z = 0 .
Ahora, cuando z es muy cercano a “0”, se puede expandir la expresión que está entre paréntesis angular
en (4.8) , y se encuentra la siguiente expresión :
F (z, r0) ' F0(z, r0) =
(
ηz + λz2
)−1/2
, (4.9)
donde η, yλ están dados por las siguientes expresiones:
η =
1− y0
D0A′0
(D′0y0 −D0A′0) (4.10)
λ =
(1− y0)2
2D20A
′3
0
[
2D0D′0A
′2
0 +
(
D0D
′′
0 − 2D
′2
0
)
y0A
′
0 −D0D′0y0A′′0
]
. (4.11)
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De (4.9) se puede concluir que si η 6= 0 ,F0(z, r0) es función ,básicamente, de z−1/2, y por lo tanto se
puede integrar para encontrar un resultado finito. Pero en caso contrario será función de z−1, lo que
conduce a la divergencia de la integral.
Para resolver la integral (4.6) , esta se puede partir en dos secciones ,
I(r0) = I1(r0) + I2(r0), (4.12)
donde,
I1(r0) =
 1
0
G(0, rm)F0(z, r0)dz (4.13)
I2(r0) =
 1
0
R(z, r0)dz (4.14)
R(z, r0) = G(z, r0)F (z, r0)−G(0, rm)F0(z, r0). (4.15)
La integral (4.13) ,que contiene el término divergente, se puede resolver analíticamente ,y se obtiene
el siguiente resultado,
I1(r0) = G(0, rm)
2
λ1/2
ln
[
λ1/2 + (η + λ)1/2
η1/2
]
. (4.16)
Como estamos interesados en lo que ocurre muy cerca del radio de la esfera de fotones rm, podemos
hacer una expansión en series de potencias de η al rededor de rm,
η = 0 +
dη
dr0
|r0=rm | (r0 − rm) +O(r0 − rm), (4.17)
de donde se obtiene,
η =
2λmA′m
1− ym (r0 − rm) +O(r0 − rm) (4.18)
con
λm =
Dm(1− ym)2 (D′′mym −DmA′′m)
2y2mD
′2
m
. (4.19)
Introduciendo (4.18) en (4.16) y reorganizando términos se obtiene,
I1(r0) = −Ψln
(
r0
rm
− 1
)
+Ω+O(r0 − rm), (4.20)
donde,
Ψ =
G(0, rm)
λ
1/2
m
; Ω = Ψln
(
2 (1− rm)
A′mrm
)
(4.21)
Ahora tratemos de realizar la segunda integral de I0 .
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La integral I 2 se puede expandir en series de (r0 − rm ) ,
I2(r0) =
∞∑
n=0
1
n!
(r0 − rm)n
 1
0
∂R
∂r0
|r0=rm dz, (4.22)
Y , puesto que estamos interesados en términos hasta de orden (r0 − rm ), nos quedamos solo con el
término de n=0 , con lo que,
I2(r0) ' I2(rm) = I2m =
 1
0
R(z, rm)dz +O (r0 − rm) . (4.23)
Resolviendo (4.20) y (4.23), e introduciendo sus resultados en (4.12), y luego en la ecuación (3.38) ,se
obtiene el valor del ángulo de deflexión α(r0) para el fotón que llega a una distancia mínima r0 del
centro del objeto deflector.
Por otra parte, empleando las ecuaciones (4.12) y (4.20) se puede expresar el ángulo de deflexión α(r0),
en forma compacta, así
α(r0) = −Ψ2 ln
(
r0
rm
− 1
)
+ χ, (4.24)
Donde
χ = −pi + I2(rm) + Ω
y de (4.7) y (4.21)
χ = −pi + I2(rm) + Ψ2 ln
2λm
ym
. (4.25)
Ahora, dado que observacionalmente , de lo que se dispone es del ángulo θ , es conveniente expresar la
ecuación resultante en función de esta variable. De (4.24),y de las ecuaciones (2.7) (3.36), y teniendo
en cuenta que θ es muy pequeño (senθ ' θ ) se obtiene,
α(θ) = −Ψ
2
ln
(
θDOL
Jm
− 1
)
+ χ. (4.26)
Donde Jmse obtiene de sustituir r0 por rm en la ecuación ( 3.36 ),
Jm =
(
C(rm)r2m
A(rm)
)1/2
=
(
Dm
Am
)1/2
(4.27)
La ecuación (4.26)constituye la expresión “condensada” del ángulo de deflexión de un rayo de luz que
pasa muy cerca de la esfera de fotones de un espacio-tiempo con simetría esférica asociado a un objeto
masivo
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4.3. Posición angular de las imágenes
De acuerdo con la posición angular β de la fuente se podrán producir imágenes directas cuyas posiciones
se pueden determinar mediante la metodología empleada para el límite del campo debil, e imágenes
“relativistas” , cuando el fotón da una o mas vueltas alrededor del centro deflector. Para hallar la
posición angular de estas últimas es muy práctico el método de Bozza.
De las ecuaciones y (2.5) y (4.26) se obtiene:
α(θ) = −Ψ
2
ln
(
θDOL
Jm
− 1
)
+ χ = 2npi +4αn , (4.28)
donde n es el número de vueltas
Si, para comenzar, consideramos que el pequeño ángulo 4αn es “0”, la anterior ecuación se puede
rescribir así,
α(θ0n) = −
Ψ
2
ln
(
θ0nDOL
Jm
− 1
)
+ χ = 2npi, (4.29)
Donde θ0n sería la posición de la imagen producida por un rayo de luz que da, justamente, n vueltas al
centro gravitacional, antes de seguir su camino
Resolviendo la ecuación (4.29) se obtiene,
θ0n =
Jm
DOL
[
e
2(χ−2npi
Ψ + 1
]
=
Jm(en + 1)
DOL
, (4.30)
con
en = e
2(χ−2npi
Ψ . (4.31)
Ahora bien, dado que 4αn  α(θ0n) su valor puede encontrarse con muy buena aproximación expan-
diendo la ecuación (4.28), a primer orden, al rededor de θ0n,
α(θ) ≈ α(θ0n) +
∂α
∂θ
|θ=θ0n (θ − θ0n), (4.32)
es decir,
4αn ≈ ∂α
∂θ
|θ=θ0n (θ − θ0n). (4.33)
De (4.28) se tiene,
∂α
∂θ
= −ΨDOL
2Jm
(
1
θDOL
Jm
− 1
)
, (4.34)
y de (4.30) y (4.34) se obtiene
∂α
∂θ
|θ=θ0n= −
ΨDOL
2Jmen
. (4.35)
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Finalmente, introduciendo (4.35) en (4.33), 4αnqueda así
4αn = −ΨDOL2Jmen (θn − θ
0
n) = −
ΨDOL
2Jmen
(4θn), (4.36)
donde 4θn = θn − θ0n.
Ahora bien, para hallar el valor de θ que es lo que buscamos, se puede reemplazar 4αn (4.36) en la
ecuación de las lentes gravitacionales en el límite del campo fuerte (ecuación 2.6 )
β = θ0n +4θn −
DLF
DOF
[
−ΨDOL
2Jmen
(4θn)
]
. (4.37)
Dado que 4θn  θ0n la ecuación anterior se puede reescribir así,
β = θ0n +
DLF
DOF
[
ΨDOL
2Jmen
(θn − θ0n)
]
, (4.38)
de donde se puede despejar θn,
θn = (β − θ0n)
DOF
DLF
2Jmen
ΨDOL
+ θ0n. (4.39)
La ecuación (4.39) permite calcular la posición angular de la imagen, en función de los parámetros
específicos de la lente gravitacional, y de la posición β de la fuente.
4.4. Magnificación de las imágenes
Recordando la ecuación (2.8), y teniendo en cuenta que θn es muy pequeño, la magnificación de la
imagen relativista n se puede hallar así,
µn =
θn
β
dθn
dβ
. (4.40)
Derivando (4.39) con respecto a β se obtiene ,
dθn
dβ
=
DOF
DLF
2Jmen
ΨDOL
, (4.41)
y de la misma ecuación, teniedo presente que el primer término del lado derecho es demasiado pequeño
con respecto al segundo, se puede hacer la aproximación θn = θ0n, con lo que (4.40) queda así
µn =
θn
β
dθn
dβ
=
DOF
DLF
2Jmen
ΨDOL
θ0n
β
. (4.42)
Finalmente, haciendo uso de (4.30), se tiene
µn =
θn
β
dθn
dβ
=
2DOF
DLF
J2m(en + 1)
ΨD2OL
en
β
. (4.43)
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4.5. Resumen del método
El ángulo de deflexión α(θ) , y los observables, posición angular θn y la magnificación µnde las imágenes
relativistas en cualquier espacio-tiempo estático con simetría esférica se obtienen, en función de la
posición angular β de la fuente, y del número de vueltas “n” ( al rededor del centro deflector) dadas
por un fotón mediante las siguientes ecuaciones:
α(θ) = −Ψ
2
ln
(
θDOL
Jm
− 1
)
+ χ. (4.44)
θn = (β − θ0n)
DOF
DLF
2Jmen
ΨDOL
+ θ0n. (4.45)
µn =
θn
β
dθn
dβ
=
2DOF
DLF
J2m(en + 1)
ΨD2OL
en
β
. (4.46)
Las funciones Ψ, Jm , q , y en se obtienen mediante las ecuaciones (4.21), (4.27), (4.25) , y (4.31)
respectivamente. Y los parámetros involucrados en cada una de ellas se obtienen así,
rm, mediante la ecuación (3.46)
Am = ym, Bm y Dm introduciendo el valor de rm en cada uno de los componentes del tensor
métrico
λm mediante (4.19)
G(0.rm) de (4.7), para z =0, y sustituyendo el subíndice “0” por “m”
en mediante (4.31)
la integral I2mmediante integración numérica, o mediante la construcción de una fórmula analítica
cuando sea posible
DOL, DOF , y DLF de la geometría de la lente gravitacional en estudio
Capítulo 5
LENTES GRAVITACIONALES EN EL ESPACIO -TIEMPO DE JANIS NEWMAN
WINICOUR
5.1. Generalidades
Las ideas con respecto a la posible existencia de campos escalares de largo alcance que compartieran
el escenario con los campos gravitacional y electrico surgieron, inclusive, antes de la formulación de la
Relatividad General. Una de ellas, que cobró cierta importancia, consiste en suponer que la constante
de gravitación universal G , no es realmente constante sino que depende de las características del
espacio-tiempo. Con base en esta conjetura, bien fundamentada, Brans y Dicke construyeron, en 1961,
una teoría alternativa a la Relatividad General, proponiendo que al campo gravitacional se acopla un
campo escalar cuya magnitud es inversamente proporcional al valor de G , es decir, φ = 1G
Pero el interés en estudiar campos escalares de largo alcance que se acoplen con el gravitacional se ha
incrementado en las últimas décadas, debido al surgimiento de la teoría de la existencia de defectos
topológicos en el espacio tiempo que se habrían formado durante los cambios de fase del universo,
como explicación de la formación de inhomogeneidades a pequeña escala que permitieran la formación
de estructuras como las estrellas y las galaxias . Estos defectos podrían ser lineales formando “cuerdas
cósmicas”, planos formando “paredes cósmicas” , o tridimensionales, formando burbujas cósmicas. Tales
defectos topológicos podrían ser generadores de campo escalar φ
Ahora bien, si estos defectos fueran la causa de campos escalares, entonces podría “asignarseles” una
hipotética magnitud física que denonominaríamos “masa escalar”, o mejor ( para evitar confusiones ),
“carga escalar” “q” que sería la “generadora” de campo escalar φ, y para su detección podría emplearse
la poderosa herramienta que nos brindan los observables, asociados a la deflexión de la luz. Actual-
mente existen varios grupos de investigación observacional, tratando de encontrar eventos de lentes
gravitacionales que no correspondan a los esperados de acuerdo con con la relatividad general. Y aun
que se han presentado observaciones esperanzadoras , tales como la reportada por Mikhail Sazhin en
2003, en realidad, no se ha encontrado, hasta el momento ninguna “lente gravitacional exótica”
El hecho de no haberse encontrado ninguna evidencia observacional que confirme la existencia de obje-
tos astrofísicos no convencionales, no significa que no existan, y no es un motivo para dejar de investigar
en este terreno. El presente trabajo tiene el propósito de contribuir con la construcción de herramientas
que permitan distinguir observacionalmente una lente con carga escalar de una convencional, en caso
de que tales objetos existieran en el universo.Para este propósito emplearemos los resultados obtenidos
en los capítulos 3 y 4 del presente trabajo.
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5.2. Espacio-tiempo de Janis -Newman- Winicour (JNW)
En 1968, los investigadores Janis, Newman y Winicour[14] encontraron la solución a las ecuaciones de
Einstein para un espacio-tiempo estático, con simetría esférica, generado por un cuerpo astrofísico con
simetría esférica constituido por masa convencional m y carga escalar q (fig 6), modelado como sigue,
fig.6 . Espacio-tiempo de J.N.W
La carga escalar q, cuya naturaleza podría ser similar a la de las cuerdas cósmicas ( y que también
podría llamarse “masa escalar”) al igual que la masa convencional m se distribuyen uniformemente en el
cuerpo astrofisico en una relación q/m que puede variar entre 0 y 1 . La carga escalar q genera un campo
escalar φ estático, isotrópico asintóticamente nulo,el cual se acopla débilmente con el gravitacional .
Para un espacio-tiempo modelado de esta manera, Janis, Newman y Winicour encontraron, para el
exterior del cuerpo, las siguientes ecuaciones que lo describen:
L = 1
2
gijφ,i φ,j (5.1)
Tij = φ,iφ,j − 12gijg
klφ,kφ,l (5.2)
Rij − 12Rgij = 8piTij . (5.3)
Donde:
L es el lagrangiano correspondiente al campo escalar φ, y Tij su tensor momentum-energía,
Los subíndices i,j, k,l corren de 0 a 3
La coma indica derivada parcial
La última, es la ecuación de Campo de Einstein, en la que Rij y R son , respectivamente el tensor
y el escalar de Ricci
Al resolver la ecuación (5.3) , Janis, Newman y Winicour encontraron la métrica y el campo escalar
así,
ds2 =
(
1− b
r
)ν
dt2 −
(
1− b
r
)−ν
dr2 −
(
1− b
r
)1−ν
r2(dθ2 + sen2θdφ2) (5.4)
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donde
ν =
2M
b
,M =
mG
c2
, b = 2
√
M2 + q2 , (5.5)
φ =
q
b
√
4pi
ln
(
1− b
r
)
. (5.6)
Se puede deducir , fácilmente, que cuando q = 0, la ecuación (5.4) queda reducida a la métrica de
Schwarzchild.
Por facilidad en el manejo matemático, es conveniete expresar las “distancias”, en unidades del radio
de Schwarzschild b . haciendo esta transformación, la ecuación (5.4) queda así,
ds2 =
(
1− 1
r
)ν
dt2 −
(
1− 1
r
)−ν
dr2 −
(
1− 1
r
)1−ν
r2(dθ2 + sen2θdφ2), (5.7)
de donde,
A =
(
1− 1
r
)ν
;B =
(
1− 1
r
)−ν
;D =
(
1− 1
r
)1−ν
r2 = C(r)r2. (5.8)
La ecuación (5.7) presenta una singularidad para r=1, radio que corresponde al horizonte de sucesos.
Por lo tanto, se podría dividir el espacio-tiempo de JNW en tres regiones, de acuerdo con el valor de
r , a saber:
0 < r < 1
r = 1
1 < r.
En el presente trabajo nos dedicaremos únicamente a los eventos de deflexión de la luz que ocurren en
la tercera región , es decir en el exterior del horizonte de sucesos,
5.3. Angulo de deflexión de la luz por una lente JNW-Método
de Bozza
Para hallar una expresión que permita calcular el ángulo de deflexión α de la luz emitida por cuerpo
luminoso ubicado detrás de una lente JNW empleamos el método de Bozza descrito en el capítulo 4 (
ver resumen en 4.5):
Como paso preliminar es necesario realizar las primeras y segundas derivadas de los coefientes A y D
A′ = ν
(
1− 1
r
)ν−1
r−2;D′ = (1− ν)
(
1− 1
r
)−ν
+ 2r
(
1− 1
r
)1−ν
(5.9)
A′′ = (ν − 1) ν
(
1− 1
r
)ν−2
r−4 − 2ν
(
1− 1
r
)ν−1
r−3 (5.10)
D′′ = −ν (1− ν)
(
1− 1
r
)−ν−1
r−2 + 2
(
1− 1
r
)1−ν
+ 2 (1− ν)
(
1− 1
r
)−ν
r−1 . (5.11)
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5.3.1. Acercamiento crítico (rm)
En caso de que un fotón se acerque mas que rm(ver numeral 3.3) , este será absorbido por el objeto
deflector , y por lo tanto no llegará nunca al observador. Si llegara “justo” a rm se quedaría girando
indefinidamente en una circunferencia de radio rm.
De las ecuaciones (3.46) , (5,8) y (5,9) se obtiene,
A′
A
=
D′
D
⇒
ν
(
1− 1rm
)ν−1
r−2m(
1− 1rm
)ν = (1− ν)
(
1− 1rm
)−ν
+ 2rm
(
1− 1rm
)1−ν
(
1− 1rm
)1−ν
r2m
. (5.12)
Resolviendo la ecuación anterior se encuentra el acercamiento crítico ( radio de la esfera de fotones)
rm
rm =
2ν + 1
2
. (5.13)
Nota : de este resultado, y teniendo en cuenta las restricciones para la coordenada radial r establecidos en
(5.2), nuestro estudio para la deflexión de la luz y parámtros acociados queda reducido al intervalo 1
2
< ν ≤ 1
5.3.2. Cálculo de los parámetros λm , G(0 ,rm)
Para hallar estos parámetros, es conveniente , en primer lugar, escribir los valores de Am y Dm, y de
sus primeras y segundas derivadas , así como Bm , con base en las anteriores ecuaciones. Donde el
subíndice m significa que la variable respectiva se está evaluando para el radio de la esfera de fotones
rm,
Am = ym =
(2ν − 1)ν
(2ν + 1)ν
(5.14)
A′m = ν
(
2ν − 1
2ν + 1
)ν−1(2ν + 1
2
)−2
(5.15)
A′′m = (ν − 1) ν
(
2ν − 1
2ν + 1
)ν−2(2ν + 1
2
)−4
− 2ν
(
2ν − 1
2ν + 1
)ν−1(2ν + 1
2
)−3
(5.16)
Bm =
(
2ν − 1
2ν + 1
)−ν
(5.17)
Dm =
(
2ν − 1
2ν + 1
)1−ν (2ν + 1
2
)2
(5.18)
D′m = (1− ν)
(
2ν − 1
2ν + 1
)−ν
+ 2
(
2ν + 1
2
)(
2ν − 1
2ν + 1
)1−ν
(5.19)
D′′m = −ν (1− ν)
(
2ν − 1
2ν + 1
)−ν−1(2ν + 1
2
)−2
+2
(
2ν − 1
2ν + 1
)1−ν
+2 (1− ν)
(
2ν − 1
2ν + 1
)
−ν
(
2ν + 1
2
)−1
.
(5.20)
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Introduciendo las ecuaciones (5.8) y (5.9) en la ( 4.7) se encuentra G(z, r0) :
G(z, ro) =
2
[
1−
(
1− 1r0
)ν] [
1− 1r0
] 1−ν
2
r0
ν
. (5.21)
y de (5.13) en (5.21) se obtiene G(0, rm),
G(0, rm) =
[(2ν + 1)ν − (2ν − 1)ν ]
ν (4ν2 − 1) ν−12
. (5.22)
Ahora, introduciendo (5.14), (5.16), (5.18), (5.19) en la ecuación (4.19) , se obtiene el parámerto λm,
λm =
[(2ν + 1)ν − (2ν − 1)ν ]2
4ν2 (4ν2 − 1)ν−1 . (5.23)
5.3.3. Cálculo de la integral regular (I 2m) para el radio de la esfera de
fotones rm
Reemplazando (5.7) en la ecuación (3.38) se obtiene la expresión matemática para el ángulo de deflexión
α(r0) de la trayectoria de un fotón cuando la distancia de aproximación mínima de un fotón es r0,
α(r0) = 2
 r1
r0
dr
r
(
1− 1r
)1/2 [( r
r0
)2 (
1− 1r
)1−2ν (1− 1r0)2ν−1 − 1]1/2
− pi = I(r0)− pi. (5.24)
Para realizar la integral I(r0) ,analíticamente, se podría utilizar el hecho de que cuando ν = 1 el
integrando queda convertido en el de Schwarzchild exactamente, luego se podría expandir en potencias
de ν − 1.
Integrando = R (0, rm)ν=1 +
∣∣∣∣∂R (0, rm)∂ν
∣∣∣∣ (ν − 1)ν=1 +O(ν − 1) (5.25)
Tomar los dos primeros términos de la serie e integrarlos uno por uno se encontraría [6] el siguiente
resultado.
I2m = I0 + 0, 12 (ν − 1) +O(ν − 1), (5.26)
donde I 0 es el valor de I 2m hallado para la métrica de Schwarschild( 0,9496) . Es decir, prescindiendo
de los términos de orden superior se obtendría,
I2m = 0, 9496 + 0, 12 (ν − 1) . (5.27)
Dado que el resultado que se obtiene, al emplear la ecuación (5.27) es una muy buena aproximación
cuando ν → 1, pero, no muy buena cuando ν → 12 , hemos preferido emplear métodos numéricos para
encontrar los parámetros de las aplicaciones que se incluyen aquí ( anexo 1).
Para hallar el integrando de I 2m mediante (4.23), se deben encontrar, primero, las funciones G( z, r0)
y F 0(z, r0), empleando las ecuaciones (4.7 ) y (4.8)
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Por comodidad , llamemos
y0 =
(
1− 1
r0
)ν
= Nν . (5.28)
Entonces,
D0 =
(
1− 1
r0
)1−ν
= N1−ν . (5.29)
Introduciendo (5.28) y (5.29) en la ecuación (4.8) se obtiene
F (z, r0) =
1√
Nν −
{
[z+Nν(1−z)]2(1−[z+Nν(1−z)1/ν ])2
[z+Nν(1−z)]1/ν
}
N1−νr0
. (5.30)
Por otro lado , introduciendo (5.28) y (5.29) en (4.9) considerando que η = 0, puesto que estamos
ubicados justo en la esfera de fotones, se encuentra,
F0(z, r0) =
1
z
√
λ
. (5.31)
De (5.21), (5.30) y (5.31) se obtiene R(z, rm)así
R(z, rm) =
2(1−Nν)rm
√
N1−ν√
Nν −
{
[z+Nν(1−z)]2(1−[z+Nν(1−z)1/ν ])2
[z+Nν(1−z)]1/ν
}
N1−νrm
−
[(2ν+1)ν−(2ν−1)ν ]
ν(4ν2−1)
ν−1
2
z
√
[(2ν+1)ν−(2ν−1)ν ]2
4ν2(4ν2−1)ν−1
, (5.32)
Es decir,
R(z, rm) =
2(1−Nν)rm
√
N1−ν√
Nν −
{
[z+Nν(1−z)]2(1−[z+Nν(1−z)1/ν ])2
[z+Nν(1−z)]1/ν
}
N1−νrm
− 2
z
, (5.33)
donde se ha reemplazado el subíndice 0, por el m .
La ecuación (5.33) constituye el integrando de I2m, cuyo valor será obtenido numéricamente
5.3.4. Cálculo de Jm, Ψ,χ
De las ecuaciones (3.36),(5.14), y (5.18) se obtiene el mínimo parámetro de impacto Jm,
Jm =
√
Dm
Am
=
√√√√√
(
2ν−1
2ν+1
)1−ν (
2ν+1
2
)2
(2ν−1)ν
(2ν+1)ν
=
√(
2ν − 1
2ν + 1
)1−2ν (2ν + 1
2
)2
. (5.34)
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De las ecuaciones (4.21) , (5.22), y (5.23) se obtiene la expresión matemática para Ψ:
Ψ =
[(2ν+1)ν−(2ν−1)ν ]
ν(4ν2−1)
ν−1
2[
[(2ν+1)ν−(2ν−1)ν ]2
4ν2(4ν2−1)ν−1
]1/2 = 2. (5.35)
Finalmente, introduciendo (5.29),(5.23), y (5.13) en la ecuación(4.25)se obtiene χ,
χ = −pi + I2m + ln
2
[
[(2ν+1)ν−(2ν−1)ν ]2
4ν2(4ν2−1)ν−1
]
(2ν−1)ν
(2ν+1)ν
, (5.36)
y simplificando queda así
χ = −pi + I2m + ln
[
[(2ν + 1)ν − (2ν − 1)ν ]2 (2ν + 1)
2ν2 (2ν2 − 1)2ν−1
]
, (5.37)
Ahora bien, introduciendo (5.34) , (5.35) , y (5.37) en la ecuación (4.26) se puede obtener la expresión
general para el ángulo de deflexión en la métrica de JNW,
α(θ) = −ln
(
(2ν − 1)ν− 12 θDOL
(2ν + 1)ν+
1
2
− 1
)
− pi + Im2 + ln
[
[(2ν + 1)ν − (2ν − 1)ν ]2 (2ν + 1)
2ν2 (2ν − 1)2ν−1
]
. (5.38)
5.4. Observables de las lentes gravitacionales de JNW
Para obtener expresiones que permitan calcular las posiciones angulares θny las magnificaciones µnde
las imágenes relativistas producidas por una lente gravitacional de JNW empleamos el método de
Bozza descrito en el capítulo 4 (ver resumen en 4.5). Para encontrar la expresión correspondiente para
el tiempo de retardo τ de las imágenes empleamos los resultados obtenidos en el capítulo 3, numeral 3
Nota : se entiende por imagen relativista, aquella que se forma cuando los fotones dan por lo menos una vuelta
completa al rededor del centro deflector, antes de continuar su viaje hacia el observador. “n” es el número de
vueltas dadas
5.4.1. Posición angular y magnificación de las imágenes
La posiciónes de las imágenes formadas por una lente JNW se pueden obtener introduciendo las
ecuaciones (5.34), (5.35) y (5.37) , así como los valores deDOL, DOF , DLF , y β de la lente gravitacional
en cuestión, en las ecuaciones (4.30) y (4.39) .
Para realizar los cálculos numéricos, es necesario tener en cuenta que la “unidad de medida” de las
variables geométricas r, J,Ψ, χ es el radio de Schwarschild (rS), mientras que DOL, DOF , DLF están
dadas en parsecs(pc) o kilómetros(km)
El radio de Schwarzchild en la métrica de JNW se obtiene de la ecuación (5.3)
rs = b =
2M
ν
, (5.39)
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donde 2M es el radio del horizonte de sucesos en la métrica de de Schwarzchild:
2M =
2mG
c2
, (5.40)
con m la masa (newtonana), G la constante de gravitación universal(newtonana), y c es la velocidad
de la luz en el vacío.
Para hallar el valor numérico de la magnificación de cada imagen , basta con reemplazar los valores
de , (5.34), y (5.35) y (5.37) en la ecuación (4.43) .
5.4.2. Tiempo de retardo de las imágenes
Introduciendo los parámetros específicos de la métrica de JNW en la ecuación (3.50) se obtiene el
tiempo de viaje que emplean los fotones cuando viajan en un espacio-tiempo de JNW entre los puntos
r1y r2, pasando por r0,
t =
 r0
r1
(
1− br
)−(1/2)ν
(
1− br
)(1/2)ν (
1− r
2
0(1− br )
ν
(
1− br0
)1−ν
r2
(
1− br0
)ν(1− br )1−ν
)1/2 dr+ r2
r0
(
1− br
)−(1/2)ν
(
1− br
)(1/2)ν (
1− r
2
0(1− br )
ν
(
1− br0
)1−ν
r2
(
1− br0
)ν(1− br )1−ν
)1/2 dr.
(5.41)
Reduciendo términos se tiene,
t =
 r0
r1
dr√(
1− br
)2ν − ( r0r )2 (1− br )4ν−1 (1− br0)1−2ν
+
 r2
r0
dr√(
1− br
)2ν − ( r0r )2 (1− br )4ν−1 (1− br0)1−2ν
.
(5.42)
Tomando b = 2Mν como unidad de medida de r , la ecuación anterior se puede reescribir como
t = b
 r0
r1
dr√(
1− 1r
)2ν − ( r0r )2 (1− 1r )4ν−1 (1− 1r0)1−2ν
+b
 r2
r0
dr√(
1− 1r
)2ν − ( r0r )2 (1− 1r )4ν−1 (1− 1r0)1−2ν
(5.43)
en la que los límites de integración se pueden deducir de la figura 2 , así,
r1 =
1
b
√
(DOF tanβ)
2 +D2LF (5.44)
r2 =
1
b
DOL . (5.45)
Finalmente, el tiempo tp que tardaría la luz en hacer el mismo recorrido, si no existiera un objeto
astrofísico que curvara el espacio-tiempo, también se pude hallar facimente de la figura 2
tp = DOF secβ. (5.46)
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Luego para hallar el tiempo de retardo τ de una imagen basta conocer el valor de r0 ,integrar (5.37),
y realizar la diferencia
τ = t− tp (5.47)
Nota :Para los cálculos de las aplicaciones aquí presentadas, las integrales se realizaron numéricamente
5.5. Espacio-tiempo de Janis, Newmann, Winicor- Límite del
campo débil
5.5.1. Ángulo de deflexión
Para el caso en que la distancia mínima de aproximación (r0) del rayo de luz al centro deflector sea
mucho mayor que el radio de Scharzchild (r0>‌>rs=b), la integral I(r) de la ecuación (3.38) se puede
resolver expandiendo el integrando en series de potencias del potencial e integrando, luego, término a
término. El resultado obtenido por Virbhadra [7] es
α (r0) =
4M
r0
+
4M3
r0
(
15pi
16
− 2
)
+
2
r20
[
2M
√
M2 + q2 − piq
2
8
]
(5.48)
donde
M =
mG
c2
(5.49)
y q es la carga escalar , la cual se puede derivar de las ecuaciones (5.5)
q =
1
2
b
(√
1− ν2
)
. (5.50)
5.5.2. Ecuación de la lente
Con el propósito de hallar expresiones cómodas para los observables del fenómeno de deflexión de la
luz en el espacio de JNW-límite del campo débil, es conveniente expresar el ángulo de deflexión α, en
función de los parámetros propios(ν, b) de esta métrica. Introduciendo (5.50), y(5.5) en la ecuación
(5.48) se obtiene,
α(r0) = 2ν
b
r0
+
4
r20
(
νb
2
)2(15pi
16
− 2
)
+
2
r20
νb
√(
νb
2
)2
+
(
b2 (1− ν2)
4
)
−
(
b
r0
)2 (1− ν2)pi
16
 .
(5.51)
Simplificando, y organizando términos se reduce a
α(r0) = 2ν
(
b
r0
)
+
[
ν (1− 2ν) + pi
(
ν2 − 1
16
)](
b
r0
)2
, (5.52)
y si tomamos como unidad de medida el radio de Schwarzchild (b) la ecuación anterior queda así,
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α(r0) = 2ν
(
1
r0
)
+
[
ν (1− 2ν) + pi
(
ν2 − 1
16
)](
1
r0
)2
. (5.53)
Conociendo que al modelar nuestro agujero negro como de Schwarzchild se obtiene que r0 > 104 para
la imgen directa en el sistema de nuestro ejemplo, podemos asumir que el segundo término del lado
derecho de la ecuación (5,53) es muy pequeño comparado con el primero, y por lo tanto se puede
trabajar , en primera aproximación, solo con el primer término. En ese caso, empleando la ecuación
(2.10) se obtiene la ecuación de las lentes,
β = θ − DLF
DOF
2ν
r0
. (5.54)
Ahora bien, dado que r0  rs, el parámetro de impacto es prácticamente igual a la mínima distancia
de aproximación. Por lo tanto, de la ecuación (2.7 ), y teniendo en cuenta que senθ ≈ θ se obtiene
r0 = DOLθ (5.55)
De (5.54) y (5.55) se encuentra la ecuación de la lente ,
β = θ − DLF
DOF
2ν
DOLθ
. (5.56)
5.5.3. Anillo de Einstein
En el caso especial en que la fuente se encuentre justo sobre la recta que une al observador con el
centro de la lente se obtiene, de (5.56) el radio del anillo de Einstein directo
θE =
√
DLF × 2ν
DOFDOL
. (5.57)
Ahora, introduciendo la ecuación(5.5)), y teniendo en cuenta que la unidad de medida es el radio de
Scwarzchild, se obtiene,
θE =
√
DLF × 4M
DOFDOL
. (5.58)
La anterior expresión resulta, sorpresivamente, igual a la correspondiente de la métrica de Schwarzchild
5.5.4. Posición angular de las imágenes
Resolviendo la ecuación (5.56) se encuentra,
θ =
1
2
(
β ±
√
β2 +
DLF × 8ν
DOF
)
, (5.59)
introduciendo (5.57),
θ =
1
2
(
β ±
√
β2 + 4θ2E
)
. (5.60)
La ecuación (5.60) que permite calcular la posición angular de las imágenes resulta, también, igual a
la de Schwarzchild
CAPÍTULO 5. LENTES GRAVITACIONALES EN EL ESPACIO -TIEMPODE JANIS NEWMANWINICOUR39
5.5.5. Magnificación de las imágenes
En el caso del límite del campo débil, la ecuación (2.8) se reduce a
µ =
θ
β
× dθ
dβ
. (5.61)
Derivando (5.60) con respecto a β, y reemplazando en (5.61) se obtiene
µ =
θ
β
1
2
[
1± β (β2 + 4θ2E)−0,5] , (5.62)
que también coincide con la expresión correspondiente para Schwarzchild.
De lo anterior se puede concluir que, en primera aproximación ( tomando solo el primer término de
la expansión) no existe diferencia alguna, en cuanto a los valores de los observables de las métricas de
Schwarzchild y de JNW, en el límite del campo débil.
Nos queda solamente, tomar primero y segundo término de (5.53) para ver si aparecen algunas pequeñas
diferencias en los observables de las dos métricas. Hallando α(r0) , y reemplazando este valor en la
ecuación general de las lentes en el límite del campo débil ( 2.10) se pueden econtrar la posición angular
de las imágenes . Esto se realiza mediante métodos numéricos (anexo 1 ) encontrandose diferencias en
el orden de los décimos de µarcsec. Gráfica 18.
Capítulo 6
APLICACIONES
Como ejemplo concreto de aplicación de de las fórmulas halladas en el capítulo 5 para determinar el
ángulo de deflexión de la luz, y sus parámetros observables hemos escogido el agujero negro ubicado
en el centro de nuestra galaxia, cuya masa se estima en 2, 8× 106 veces la masa del sol.
Para efectos de este trabajo hemos modelado el agujero negro como un cuerpo astrofísico con simetría
esférica, sin carga eléctrica y sin rotación, provisto solamente de masa convencional (m) , y de carga
escalar (q) las cuales se distribuyen uniformemente en su volumen, es decir, como un “agujero negro
de Janis-Newman Winicour” . Para los cálculos hemos tenido en cuenta las restricciones mencionadas
en la sección 5.1
La geometría del sistema la hemos modelado, colocando el observador en el planeta tierra, y la fuente
ubicada detrás del agujero negro, a la misma distancia que existe entre este y la tierra.
La fuente podría ser una estrella muy brillante, de modo que para efectos de esta aplicación se puede
considerar como una fuente puntual.
Los valores numéricos de las magnitudes físicas involucradas en los cálculos son las siguientes:
msol = 2× 1030kg
magujero−negro = 2, 8× 106msol
DOL = DLF = 7, 62kpc
G = 6, 674× 10−11m3kg−1s−2
c = 3× 108m/s
Los resultados obtenidos para valores de ν comprendidos entre 1/2 y 1, y para diferentes posiciones
angulares de la fuente se presentan en las correspondientes gráficas.
Nota: las integrales I2mse realizaron numéricamente.
6.1. Angulo de deflexión
En primer lugar (gráfica 1) se muestra el comportamiento de α en función de ν para el caso en que el
parámetro de impacto sea J = Jm+0, 003 . En la cual se puede apreciar una coincidencia significativa
con los resultados obtenidos por Bozza[6] , empleando su aproximación ( 5.27), para valores de ν
cercanos a 1, pero una diferencia notoria para los próximos a 0,5.
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En segundo lugar se presenta ( gráficas 2 a 5) el ángulo de deflexión α, en función de ν, para los casos
en que el fotón de prueba da una o dos vueltas completas alrededor del centro deflector cuando ν toma
los valores 1 (Schwarzchild) y 0,6 (valor de ν par el cual α se hace mínimo) respectivamente.
Nota: En todas las gráficas ,el punto rojo indica el valor de la respectiva variable para la métrica de
Schwarzchild
Gráfica 1. ángulo de deflexión α(en radianes) en función de ν para J = Jm + 0, 003. El objeto modelado como lente
gravitacional es el Agujero Negro del centro de la Vía Láctea
Gráfica 2. ángulo de deflexión α(en radianes) en función de ν para un fotón , cuyo parámetro de impacto es tal que da
una vuelta completa al rededor del objeto deflector cuando ν = 1 . El objeto modelado como lente gravitacional es el
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agujero negro del centro de la Vía Láctea.
Gráfica 3 . ángulo de deflexión α(en radianes) en función de ν para un fotón , cuyo parámetro de impacto es tal que da
dos vuelta completas al rededor del objeto deflector cuando ν = 1 . El objeto modelado como lente gravitacional es el
agujero negro del centro de la Vía Láctea
Gráfica 4. ángulo de deflexión α(en radianes) en función de ν para un fotón , cuyo parámetro de impacto es tal que da
una vuelta completa al rededor del objeto deflector cuando ν = 0, 6 , valor para el que α se hace mínimo. El objeto
modelado como lente gravitacional es el agujero negro del centro de la Vía Láctea
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Gráfica 5. ángulo de deflexión α(en radianes) en función de ν para un fotón , cuyo parámetro de impacto es tal que da
dos vuelta completas al rededor del objeto deflector cuando ν = 0, 6 , valor para el que α se hace mínimo. El objeto
modelado como lente gravitacional es el agujero negro del centro de la Vía Láctea
6.2. Posición angular de las imágenes
Las gráficas que se presentan a continuación(6 a 8) corresponden al comportamiento del radio de
Einstein (θE) en función de la relación carga escalar-masa (ν), y de la distancia mínima de aproximación
del fotón en consideración( expresada en número de vueltas completas) , al centro deflector.
En las siguientes tres graficas ( 9 a 11) se presenta el comportamiento del radio de Einstein (θE),
en función del número de vueltas n para ν = 0, 501; ν = 0, 7;y ν = 1. Observando estas gráficas se
puede concluir que, aún disponiendo de resoluciones del orden de 0,01 µarcsec no se pueden apreciar
separadamente los anillos de cuyos radios de Einstein sean θE2, θE3, θE4,etc. Los únicos que se podrían
ver separados son los correspondientes a los radios θE1, y θE2.,por lo tanto limitaremos nuestro análisis
a este caso.
Llamando ∆θE12 = θE1 − θE2.,y comparando la gráfica 9 con la 11 se obtiene
∆θ12 ' 0, 12 para ν =0,501, y
∆θ12 ' 0, 02 para ν=1
Este hecho podría ser aprovechado para hacer un diagnóstico sobre si el objeto astrofísico en estudio
se puede tratar de de una lente de Schwarzchild, o una de JNW. Sin embargo no sería suficiente,
puesto que, en principio, cualquier valor de ∆θ12 podría ser obtenido para una lente de Schwarzchild,
escogiendo masa y distancias apropiadas
CAPÍTULO 6. APLICACIONES 44
Gráfica 6. Radio del anillo de Einstein θE1, en función de ν para un rayo de luz que da una vuelta completa alrededor
del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
Gráfica 7. Radio del anillo de Einstein θE2, en función de ν para un rayo de luz que da 2 vueltas completas alrededor
del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
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Gráfica 8. Radio del anillo de Einstein θE3, en función de ν para un rayo de luz que da 5 vueltas completas alrededor
del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
Gráfica 9. Radio del anillo de Einstein θE , para ν = 0, 501, en función del número de vueltas completas que da un rayo
de luz, alrededor del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
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Gráfica 10. Radio del anillo de Einstein θE , para ν = 0, 7, en función del número de vueltas completas que da un rayo
de luz, alrededor del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
Gráfica 11. Radio del anillo de Einstein θE , para ν = 1, en función del número de vueltas completas que da un rayo de
luz, alrededor del centro deflector, antes de seguir su marcha. θE está dada en µarcsec
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6.3. Magnificación de las imágenes relativistas
En las siguientes tres gráficas (12 a 14) se presenta el comportamiento de la magnificación de la imágen,
para la posición de la fuente β =1 µarcsec, en función del número de vueltas completas n que haya
dado el rayo de luz alrededor del centro deflector para ν = 0, 501; ν = 0, 7;y ν = 1.
Luego se muestra (Gráficas 15 a 17) el comportamiento de la magnificación µ de las imágenes en
función de la posición angular de la fuente β ( variando entre 1µarcsec y 105 µarcsec ) para ν = 0, 501;
ν = 0, 7;y ν = 1
Sorpresivamente, las gráficas muestran una fuerte de-magnificación de las imágenes relativistas, lo
que se puede constituir en un obstáculo para su observación. Sin embargo, podemos anotar que se
aprecia, claramente, que la magnificación µ decrece significativamete al aumentar el parámetro ν.
Como ilustración se muestran a continuación las magnificaciones límites de nuestro estudio,
µ = 1, 5× 10−11 para la primera imágen relativista, para ν = 0, 501
µ = 1, 8× 10−14para la segunda imágen relativista, para ν = 0, 501
µ = 3, 5× 10−12 para la primera imágen relativista, para ν = 1 ( Schwarzchild)
µ = 6, 5× 10−15para la segunda imágen relativista, para ν = 1 (Schwarzchild).
Es decir, las imágenes se de-magnifican aproximadamente un orden de magnitud mas si la lente es de
Schwarzchild que si es de JNW, con ν ' 0, 5.
Gráfica 12. Magnificación de la imagen para ν = 0, 501, en función del número de vueltas completas que da un rayo de
luz, alrededor del centro deflector. β = 1µarcsec
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Gráfica 13. Magnificación de la imagen para ν = 0, 7, en función del número de vueltas completas que da un rayo de luz,
alrededor del centro deflector.β = 1µarcsec
Gráfica 14. Magnificación de la imagen para ν = 1, en función del número de vueltas completas que da un rayo de luz,
alrededor del centro deflector. β = 1µarcsec
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Gráfica 15. Magnificación de la imagen para ν = 0, 501, en función en función de la posición angular(β)de la fuente. β
en µarcsec
Gráfica 16. Magnificación de la imagen para ν = 0, 7, en función en función de la posición angular(β)de la fuente. β en
µarcsec
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Gráfica 17. Magnificación de la imagen para ν = 1, en función en función de la posición angular(β)de la fuente. β en
µarcsec
6.4. Tiempo de retardo de las imágenes relativistas
Dado que observacionalmente, de lo que se dispone son de imágenes, es más ilustrativo encontrar el
tiempo de retardo diferencial (∆τ) entre dos imágenes que el tiempo de retardo τ de la imagen con
respecto a un rayo de luz procedente de la fuente en caso de que el espacio-tiempo fuera Minkowskiano.
En la siguiente tabla se presenta ∆τ entre los dos primeros anillos de Einstein relativistas (n=1 y 2),
para el agujero negro del centro de nuestra galaxia, en caso de que estuviera provisto de masa y carga
escalar, en la relación dada por ν = 0, 501y ν = 1
Tabla 1 : Tiempo de retardo para las dos primeras imágenes relativistas. El subíndice indica el número n de vueltas
completas que ha dado el rayo de luz, al rededor del centro deflector. En la segunda fila se muestran los valores corre-
spondientes a la métrica de Schwarzchild (ν = 1)
Donde los valores de τ y ∆τ se han expresado con dos cifras decimales, lo cual es suficiente para
observar la tendencia.
6.5. Imágenes directas-Límite del campo débil
En la Gráfica 18 se muestra el valor del radio de Einstein (θE) para valores de ν comprendidos entre
0,5 y 1. Como puede verse, esta variable decrece al aumentar ν.
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En la tabla 2 se presentan los valores de las magnificaciones de las imágenes , primarias y secundarias,
formadas para posiciones angulares de la fuente β comprendidas entre 1 µarcsec y 1 arcsec. A difer-
encia de lo hallado para las imágenes relativistas, las magnificaciones resultan razonablemente grandes
para β ∼ 1arcsec, y muy grandes para β ∼ 0.
Gráfica. 18. Radio de anillo de Einstein θE directo ( en arcsec) en función del parámetro ν
Tabla 2. Magnificaciones de las imagenes directas primaria θ+, y secundaria θ−en función de la posición angular β ( en
arcsec) de la fuente. Validas para cualquier valor de ν comprendido entre 0,5 y 1
6.6. Comparación con las lentes gravitacionales de Reissner Nord-
strom
El espacio-tiempo de Reissner Nordstrom (R-N) cumple con los requisitos de ser estático y con simetría
esférica al igual que el de Schwarzchild (SCH) y el de Janis Newman Winicor (JNW), por lo tanto vale
la pena examinar someramente sus similitudes y diferencias:
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El elemento de línea para el espaciotiempo de R.N está dado por,
ds2 =
(
1− 2M
r
+
Q2
r2
)
dt2 −
(
1− 2M
r
+
Q2
r2
)−1
dr2 − r2 (sen2θdφ2 + dθ2) , (6.1)
y empleando el radio de Schwarzchild ( 2M) como unidad de medida de las distancias y de la carga, la
ecuación (1) se puede reescribir así,
ds2 =
(
1− 1
r
+
Q2
r2
)
dt2 −
(
1− 1
r
+
Q2
r2
)−1
dr2 − r2 (sen2θdφ2 + dθ2) , (6.2)
de donde se obtienen [20] los radios del horizonte de eventos rH y de la esfera de fotones rF :
rH =
1
2
+
√
1
4
−Q2 (6.3)
rF =
3
4
(
1 +
√
1− 32
9
Q2
)
. (6.4)
De la ecuación (6.4) se deduce que podrá existir una esfera de fotones, si Q2 ≤ 932 , pero la ecuación
(6.3) nos dice que si Q > 12 no existirá horizonte de sucesos, y por ende, se estaría violando el principio
de censura cósmica. Para no hcerlo es necesario limitar los valores de carga eléctrica a 0 ≤ Q ≤ 0, 5,
con lo que el rango “útil” de valores queda similar al del espacio-tiempo de JNW.
El ángulo de deflexión total α(r0) se obtiene[20] realizando la integral,
α(r0) = 2
 ∞
r0
dr
r
√(
1
r0
)2 (
1− 1r0 +
Q2
r20
)
−
(
1− 1r + Q
2
r2
) − pi, (6.5)
donde r0 es la mínima distancia de aproximación del fotón al centro deflector.
Al graficar α(r0) en función de Q [6] se puede observar que el ángulo de deflexión se incrementa,
siempre, al aumentar la carga. Este comportamiento difiere claramente del correspondiente a las
lentes de JNW, ya que en este caso α(r0) presenta un mínimo para ν ' 0, 6. En lo que sí se parecen
es en que para valores cercanos a 0,5 el ángulo de deflexión se incrementa rápidamente, tendiendo a
∞ cuando ν o Q tienden a 0,5.
En cuanto o los observables posición angular y magnificación de las imágenes se encuentra una ten-
dencia similar con pequeñas diferencias cuantitativas , como se puede observar en las siguientes tablas
comparativas :
Tabla. 3. comparación de los radios de los dos primeros anillos de Einstein de las lentes de JNW y RN . El radio de
Einstein correspondiente al mismo objeto modelado como lente de SCH se toma como la unidad
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Tabla 4. Comparación de las magnificaciones de la primera imagen relativista para lentes de JNW y RN, La magnificación
de la imagen cuando el mismo objeto es modelado como lente de SCH se toma como la unidad
Nota: Para la construcción de las anteriores tablas se han empleado nuestros resultados para el agu-
jero negro del centro de nuestra galaxia, y los obtenidos por Eiroa, Romero y Torres [20] para un
hipotético agujero negro de 7 masas solares ubicado en el halo de la galaxia, modelado como lente
gravitacional RN. El valor de la variable correspondiente para el mismo objeto , pero modelado como
lente gravitacional de SCH se toma como la unidad, para efectos de la comparción.
Como se puede ver de las tablas anteriores, tanto la presencia de carga eléctrica como de carga escalar
en un objeto astrofísico tiene como consecuencia que la posición angular de las imágenes disminuye,
mientras que la magnificación de las mismas se incrementa con el aumento de la respectiva carga .
Capítulo 7
CONCLUSIONES
Hemos deducido las ecuaciones que permiten calcular el ángulo de deflexión y los parámetros observ-
ables asociados a eventos propios de lentes gravitacionales de Janis Newman Winicor (JNW) cuando
la relación carga escalar/masa es tal que no se viola el principio de censura cósmica. A partir de estas
ecuaciones hemos construido tablas de datos, y gráficas ( para el caso específico del agujero negro ubi-
cado en el centro de nuestra galaxia) que permiten visualizar el comportamiento de las mencionadas
variables. De su observación se pueden extraer, entre otras, las siguientes conclusiones :
La posición angular θr de las imágenes relativistas disminuye mientras que la de las imágenes
directas θd aumenta suavemente al incrementar la carga escalar q
La diferencia ∆θ12 entre las posiciones angulares de la primera y la segunda imágenes relativistas
es mucho mayor ( uno o dos órdenes de magnitud) que las demás diferencias ∆θij
Las imágenes relativistas se de-magnifican mientras que las directas se magnifican fuertemente
El tiempo de retardo∆τ entre las imágenes relativistas primaria y secundaria decrece suavemente
con el incremento de la carga escalar q.
Ahora, para hacernos una idea del tipo de instrumentación que se requiere para medir las anteriores
variables veamos las unidades de medida y los órdenes de magnitud típicos para cada una de ellas para
un sistema parecido al de nuestro ejemplo :
θr : decenas de µarcsec
θ12: Centécimos de µarcsec
∆θij : nano-arcsec o décimas de nano-arcsec
Magnificación de la primera imágen relativista µr1, para β = 1µarcsec: 10−11
Magnificación de la seguna imágen relativista µr2para β = 1µarcsec: 10−14
Posición angular de las imágenes directas θd : décimos o unidades de arcsec
Magnificación de las imágenes directas µd para β = 1µarcsec: de 105 a 106
∆τ : décimas o unidades de minuto
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Ahora bien , aún si se dispusiera de la tecnología observacional apropiada no sería posible determinar
si un evento observado fue causado por una lente de JNW o de SCH o de RN ya que siempre es posible
predecir el valor observado con cualquier modelo de lente siempre y cuando se escojan la masa, la
carga ( o carga escalar) y la geometría apropiada. Para lograr este propósito se hace necesario conocer
la masa mediante un método distinto, o medir dos o mas variables cuya correlación sea específica para
cada modelo de lente.Una propuesta es relacionar parámetros de las imágenes directas con los de las
relativistas, por ejemplo, para el sistema que hemos tratado se obtienen las siguientes relaciones :
µd
µr
= 5× 1016 para β =1 µarcsec , si se trata de una lente de JNW con ν = 0, 501
µd
µr
= 1, 675× 1017 para β =1 µarcsec , si se trata de una lente de SCH
θEd
θEr1
= 62300 si se trata de una lente de JNW con ν = 0, 501
θEd
θEr1
= 68690 si se trata de una lente de SCH
donde θE es el radio del anillo de Einstein.
Es decir, si se observara , por ejemplo , una imagen directa cerca del agujero negro y con base en ella
se concluyera que la posición de la fuente fuera 1µarcsec, y luego se observara una imagen relativista,
y la relación entre sus respectivas luminosidades fuera de 1,675×1017se podría afirmar que el agujero
negro es un cuerpo astrofísico de JNW, con un parámetro ν = 0, 501. Pero claro, esto si se pudieran
medir luminosidades y ángulos tan pequeños. Ahora bien, si se logra mantener el ritmo de mejora
de los instrumentos de medición que ha ocurrrido en las últimos años, es posible, que en un par de
décadas estemos “observando” las primeras lentes gravitacionales de JNW.
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